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Valorisation d'options par optimisation du Shar pe Ratio

Yoshua Bengio', Réean Ducharme', Olivier Bardou® etNicolas Chapados®
Résumé/ Abstract

Les travaux précédents sur la valorisation des options entraient en gros dans deux catégories : ou
bien ils éaient basés sur de fortes hypotheses distributionnelles ou économiques, ou bien ils essayaient
dimiter la formule de Black-Scholes par des modeles statistiques entrainés a approximer les prix de
marché quotidiens al'aide d'information disponible le jour méme. Letravail présentéici se rapproche plus
de la deuxiéme catégorie mais son objectif est différent : prédire les prix futurs d'une option, et établir sa
valeur courante a l'aide d'un scénario de transactions. Ce travail innove donc de deux fagons :
premiérement, il propose une méthode empirique et sans hypothése pour comparer différents systemes de
valorisation d'options (en transigeant contre [ui-méme ou contre le marché) et deuxiémement, il utilise ce
critére pour entrainer un modéle statistique non-paramétrique (utilisant dans ce cas-ci des réseaux de
neurones) pour estimer un prix pour I'option qui maximise I'utilité espérée lorsque I’ on transige contre le
marché. A noter que les prix dépendront de la fonction d'utilité ainsi que du portefeuille (i.e. des risques
courants) de la personne qui transige. Des résultats préliminaires sur des options d'achat du S& P 500 sont
présentés.

Prior work on option pricing falls mostly in two categories: it either relies on strong distributional
or economical assumptions, or it tries to mimic the Black-Scholes formula through statistical models,
trained to fit today's market price based on information available today. The work presented here is closer
to the second category but its objective is different: predict the future value of the option, and establish its
current value based on a trading scenario. This work thus innovates in two ways: first it proposes an
empirical and hypothesis-free method to compare different option pricing systems (by having trade
against each other or against the market), second it uses this criterion to train a non-parametric statistical
model (here based on neural networks) to estimate a price for the option that maximizes the expected
utility when trading against the market. Note that the price will depend on the utility function and current
portfolio (i.e. current risks) of the trading agent. Preliminary experiments are presented on the S& P 500
options.

M ots-clés : Black-Scholes, valorisation d'options, model e statistique non-paramétrique.

K eywor ds: Black-Scholes, option pricing, non-parametric statistical model.
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1 Introduction

Nos travaux précédents (GARCIA et GENGAY 1998; DUGAS, BENGIO, BELISLE,
NADEAU et GARCIA 2001; BARDOU et BENGIO 2002; DUGAS et BENGIO 2002;
DucGaAs, BENGIO, BELISLE, NADEAU et GARCIA 2002) se sont concentrés sur
la modélisation du prix des options avec des méthodes statistiques a partir
des intrants de la formule de Black-Scholes (BLACK et SCHOLES 1973). Ici,
nous prenons une direction différente basée sur l'idée de déterminer un prix
rationnel des options d’achat européennes de maniere empirique. La prémisse
est qu’il nous faut un moyen de comparer plusieurs méthode de valorisation
d’options sans se référer uniquement au prix du marché au moment de la valori-
sation (car le prix au marché pourrait ne pas étre efficace, et c’est justement ce
qu'un spéculateur voudrait découvrir). En effet chacune de ces méthodes peut
dépendre de différentes hypotheses statistiques ou économiques : il est difficile
de savoir ce qui arrive quand ces hypotheses ne sont pas tout a fait valides.
Apres avoir élaboré une approche empirique pour comparer a-posteriori et de
maniere empirique la qualité de différentes méthodes de valorisation d’option,
nous considérons comment optimiser une méthode de valorisation de maniere
a augmenter sa qualité.

2 L’idée

Supposons que nous connaissions le prix “juste” d’une option d’achat d’un
certain type (c’est & dire qui mature & une certaine date, et avec un certain prix
d’exercice), pour un certain sous-jacent. A une date initiale t1, si ce prix est
suffisamment supérieur a celui du marché, nous décidons donc d’acheter ces op-
tions au prix du marché puis de les revendre a une date ultérieure to, toujours au
prix du marché (il y a certainement des manieres plus sophistiquées d’exploiter
un mis-pricing du marché mais nous avons d’abord choisi celle-1a pour sa sim-
plicité). Inversement, si la valorisation prédite & t; est suffisamment inférieure
au prix du marché & t;, on peut vendre une certaine quantité de loption (&
découvert), pour la racheter a une date ultérieure 5. Dans nos expériences nous
considérons pour chaque t; ou 'option s’est transigée un grand nombre de dates
to > t1 mais to inférieure a la date de maturité moins une semaine, telles qu'une
transaction a été rapportée dans les donnée pour la date t5.

Formellement, soient ¢, le prix au marché de l'option d’achat a la date t,
7t, la quantité d’options a transiger a la date t (si n devait étre négative, nous
vendrions & la date t; pour acheter & t2). Soit enfin f;, notre prix “juste” de
I'option d’achat a la date ¢. Nous acquérons donc 7;, options d’achat au prix
¢, et les revendons au prix ¢;,. Par conséquent, dans le cas d’une transaction
sans frais, notre profit sur la période [t1, t2] sera :

Pyt = Mty (Ctz - Ctl)'

De fagon plus réaliste, nous devons ajouter a cette formule des frais de transac-
tion additifs (indépendant de la quantité et de la valeur des options transigées)



«, ainsi que des frais multiplicatifs (qui dépendent de la valeur transigée a
Pachat ET & la vente) avec un facteur 8. Donc, si on tient compte des frais de
transaction, le profit d’une transaction s’écrit plutot :

Pt1,t: = Mty (Ct2 - ctl) - 5|77t1 |(ct2 + Ct1) — 2«

Avant d’aller plus loin, et puisque nos transactions s’échelonnent sur différentes
périodes de temps, il serait bon d’introduire le concept d’actualisation du prix
des options. Ce concept a pour but de tenir compte du fait que 1$ transigé
hier vaut plus que 1$ transigé aujourd’hui et qui lui vaut plus que 1$ transigé
demain. Ceci peut étre expliqué par le fait qu'un placement sans risque de 1$ &
un taux d’intérét quotidien r, au temps t vaudra, au temps 7 > t, e’ (7—1)/365
ou ¢ r représente la valeur moyenne du taux d’intérét quotidien sur la période
[t, 7]. Par conséquent, et pour des raisons de lisibilité, tous les prix d’option et de
sous-jacents que nous utiliserons par la suite seront en réalité des prix actualisés
a une date de référence tg antérieure. Par exemple, ¢;, devrait étre lu comme
ct e Ttto (t1—t0)/365 (en supposant que les dates sont exprimées en jours).

Pour définir la qualité d’une stratégie de valorisation, il nous faut malheu-
reusement faire un choix qui peut sembler un peu arbitraire, soit celui d’une
fonctionnelle qui mesure cette qualité. Comme notre but n’est pas seulement de
maximiser les profits, mais également de minimiser les risques, nous avons ici
choisi comme critere le Sharpe Ratio (SHARPE 1994) défini par :

Elpi, 1, t1]

V Var[ptl B2 |t1]

Sharpe Ratio =

3 Choix de n

Ce qu’il nous faut maintenant c’est choisir n;, = f(yt, — ¢t,), oU Yz, est
la valorisation de ¢, faite par un réseau de neurones et f() est une fonction
monotone croissante qui nous reste & déterminer. Pour ce faire, nous ferons les
suppositions statistiques suivantes :

E[Ctz |t1] =Yty
Var[es,|ti] = Uchl
Cas spécial a une seule paire de transactions Pour ce cas spécial, on
peut écrire le profit comme :
Pyt = 77(% - Ctl) - 204177750 - 6|77|(Ct2 + Ctl)

ot 7 est la fonction identité. Etant donnée cette formule pour le profit, on
obtient les statistiques suivantes :

E[pthtz |t1] = 77(%1 - ctl) - 20[1,,750 - ﬂ|77|(yt1 + Ct1)
= 0y, (1 — Bsign(n)) — ne, (1 + Bsign(n)) — 20,20
Var[ptl,t2|t1] = 77202031(1 - 581'9”(77))2



en utilisant le fait que |n| = nsign(n). La formule du Sharpe Ratio devient alors :

Ny, (1 — Bsign(n)) — ney, (1 + Bsign(n)) — 20,20

Sharpe Ratio =
VP02, (1= Bsign(n))?
_ yu (1 = Bsign(n)) — c,, (1 + Bsign(n)) 2aZyz0
sign(n)oct, (1 — Bsign(n)) nsign(n)oct, (1 — Bsign(n))
A 201y, 20

sign(n)ocy, (1 — Bsign(n)) — nsign(n)ocy, (1 — Bsign(n))
avec A=y, (1 Bsign(n)) — ¢, (1 + Bsign(n)).

Etant donné que Sharpe Ratio ~ W;(n) (pour ce cas spécial), la fonction
d’utilité est maximale lorsque n — 00, ce qui n’est pas vraiment intéressant.

Mais on peut quand méme trouver la condition pour laquelle le profit espéré
sera positif.

Sharpe Ratio >0 < nA—-2a>0
S nA > 2«

i 20
Cas1:A>0 = n>F
Cas2: A<0 = n<F
Sinon, il est préférable de choisir n = 0.

Cas a deux paires de transaction Dans ce cas, la fonction d’utilité s’écrit :

MmAL +12Ar — 4aZy 20

Vnioicd,(1 = Bsign(m))? + ngo3c3,(1 — Bsign(nz))?
Hp
Op

Sharpe Ratio

On suppose maintenant que 77 et 72 sont non-nuls. On fixe alors 72 et on
cherche n; (relatif & n2) qui maximise le Sharpe Ratio . Etant donné que le
Sharpe Ratio n’est plus une fonction simple de 7, on se retrouve maintenant
avec la dérivée suivante :

O0Sharpe Ratio A A1+ noAg — 4o .
eI L _mo TR moici, (1 — Bsign(m))? =0

3
o Op oy
ou, apres quelques calculs,

_ A3 03c3,(1 — Bsign(nz))?
Agmy — 4032, (1 — Bsign(m))?

m

Maintenant, pour simplifier un peu, on suppose que o1 ~ 0s, Cit = Cot, €t
npe
1=Bsign(na) -, 1,ona:

en prenant avantage du fait que =57 7%



Aﬁ?%

= Agng — 4o

ou

m_ A
e Ag—da/ne

Etant donné que 7, représente une “autre paire de transactions” arbitraire,
nous proposons le systeme de décision suivant (en ne considérant qu'une paire
de transactions & la fois) :

direction = tanh(vy(yt, — ct,))
A =y, (1 — B xdirection) — ¢, (1 + § * direction)
ﬁtl = C * A

n = n sigmoid(B(nA — 2a))
e, = Tty * sSigmoid(y2 (7, A — 2a))

ou C représente notre capital disponible, et ;1 et 5 sont 2 parametres de lissage.

4 Mise en ceuvre

Comme dans nos travaux précédents, nous utiliserons un réseau de neurones
a 1 couche cachée, pour apprendre la valorisation des options, de la forme :

Yt, = vo + v *x tanh(w x x4, + wp)

oll &, représente le vecteur d’entrée au temps ¢1, et les parametres appris sont
(w, wg, v,v0). Le vecteur d’entrées est constituée des données suivantes :

— T —t; (T = maturité de l'option)

— 1y, (taux d’intérét)

— log(c, /K) (K = prix "strike” & maturité)

— log(st, /K) (s¢ = prix ”spot” du sous-jacent au temps t)
a cela, on ajoute également des moyennes mobiles sur 1, 2, 5, 10 et 20 jours de
ct et s¢.

Nous avons testé notre modele sur les données d’options d’achat du S&P500
pour les années 1994-1997 et janvier 2000 & aotit 2001. Nous n’avons pas utilisé

nos données de 1987-1983 car le volume des transactions n’y est pas disponible
et nous n’avons pas confiance au supposé prix au marché pour les journées ou



TAB. 1: Sharpe Ratio pour les options d’achat du S&P500 pour les années 1994-
1997 et 2000 & aujourd’hui. a représente les frais de transaction additifs (en $),
B les frais multiplicatifs (en %), et SR est un acronyme pour Sharpe Ratio .
Le Sharpe Ratio naif est calculé a partir de ’achat d’un nombre constant du
sous-jacent sur I’ensemble de test.

| a ($) | B8 (%) | SR (train) | SR (test) | SR naif |
0 0 0.526799 0.52882 | 0.0424136
0 0.1 0.523222 0.525131 | 0.0424136
0 5 0.457221 0.458096 | 0.0424136
20 0 0.117902 0.130939 | 0.0424136
20 0.1 0.117506 0.130491 | 0.0424136
20 5 0.097403 0.10761 0.0424136

il n’y a pas eu de transaction. Pour chaque option transigée a ¢; (avec maturité
T), nous avons gardé toutes les données avec ty pour lesquelles t1 < to < T
qui ont été transigées. Au total, ceci nous donne une base de données contenant
1029006 entrées.

5 Résultats et discussion

Dans cette section, nous présenterons nos résultats préliminaires. Pour chaque
expérience, nous avons utilisé un réseau de neurones (comme décrit précédemment,)
avec 90 unités cachées et entrainé avec un maximum de 200 itérations utilisant
un gradient conjugué batch (étant donné le cout Sharpe Ratio , il n’est pas
possible d’utiliser le gradient stochastique). Pour chaque résultat, nous avons
indiqué la valeur des frais de transaction (en $ pour les frais additifs et en % pour
les frais multiplicatifs), la valeur du Sharpe Ratio sur ’ensemble d’entrainement
et de test. Nous avons également ajouté une valeur de référence (qu’il nous faut
battre) et qui consiste a calculer le Sharpe Ratio (sur le méme ensemble de
test) pour un systéme naif qui acheéte toujours le méme nombre d’actions du
sous-jacent (“naif SR” dans le tableau), donc du SP500. Dans tous les cas, les
données ont été mélangées au préalable, et la moitié des données furent utilisées
pour l'entrainement et I’autre moitié pour le test.

Premierement, rappelons que ce tableau ne résume que des résultats tres
préliminaires. Aussi, nous avons mené nos expériences avec des données mélangées
pour vérifier la faisabilité de notre heuristique quant au choix de 1 (le nombre
d’options & acheter ou & vendre, étant donné le prix appris par notre modele).

Ce qui ressort des résultats du tableau 1, c’est que notre modele est tres
performant a modéliser la distribution stationnaire des données, c’est-a-dire qu’il
fait tres bien sur des données mélangées. Pour toutes les combinaisons de frais
de transaction, il fait beaucoup mieux que ’acheteur naif qui achéte toujours le
méme nombre d’actions du sous-jacent.



Pour la suite de notre projet de recherche, nous voulons évidemment étendre
nos prévisions a des données non-mélangées qui conservent leur caractere tem-
porel. Nous espérons également améliorer nos prédictions en augmentant notre
base de données avec, entre autres, d’autres séries d’options provenant d’indices
financiers différents. Il serait également intéressant de tester notre modele avec
des options de vente.
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